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計則を導  \langle 際に用いた仮説が,乱流の基礎方程式であり決定論的非線形方程式である
Navier‐Stokes 方程式からどのように導かれるか,現在でも完全に理解されてはいない.
乱流や Navier‐Stokes 方程式は,通常3次元 (または2次元) において研究されるが,
決定論的な時間発展から普遍的な揺らぎがどのように現れるかという問題は,1次元に
おいても考えることができる.ハミルトニアン
  H=\sum_{j}(\frac{p_{j}^{2}}{2}+V(x_{j+1}-x_{j})) (1.1)
で与えられる1次元古典系を考えよう.  V(x)= \frac{1}{2}x^{2} の場合は調和バネでつながれた連
成振動の問題となり,運動方程式が線型であるため Fourier 解析を用いて解  \langle ことが出
来,一般解は基準振動の重ね合わせの形に書ける.
1955年,Fermi, Pasta, Ulam は,相互作用ポテンシャルが
  V(x)=\frac{1}{2}x^{2}+\frac{\alpha}{3}x^{3}+\frac{\beta}{4}x^{4} (1.2)









1986年,Kardar, Parisi, Zhang は,界面成長を記述するあるモデル方程式として次の
ような方程式を提案した (KPZ 方程式) [3]:
  \frac{\partial}{\partial t}h(x, t)=\nu\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}h(x, 
t)+\frac{\lambda}{2}(\frac{\partial}{\partial x}h(x, t))^{2}+\eta(x, t) . (1.3)
ここで  h(x, t) は時刻  t , 位置  x における界面の高さであり,また  \eta(x, t) は
 \{\eta(x, t)\eta(x', t')\rangle=2D\delta(x-x')\delta(t-t') (1.4)
を満たすガウシアンホワイトノイズである.Kardar らは,動的繰り込み群を適用する
事により界面の性質について調べ,揺らぎの指数などを計算した.KPZ 方程式が記述す
る界面の性質は,多  \langle の界面成長系で普遍的に見られ,現在 KPZ 普遍性と呼ばれる [4].
特に近年は,KPZ 普遍性クラスに対して揺らぎの指数のみでな  \langle , 普遍的な分布関数
や相関関数が厳密に計算されている [5−8]. また対応する精緻な実験結果も得られてい
る [9, 10].
KPZ 方程式は,界面の傾き  u= \frac{\partial}{\partial x}んに対するものに書き直すと
  \frac{\partial}{\partial t}u(x, t)=\nu\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}u(x, 
t)+\frac{\lambda}{2}\frac{\partial}{\partial x}(u(x, t))^{2}+\frac{\partial}











ハミルトニアン (1.1) で記述される1次元多体古典系を考える.ポテンシャルは (1.2)
の形には限らない一般の場合を考える.この系には次の3つの保存量が存在する:
 r_{j}=x_{j+1}-x_{j}, p_{j}, e_{j}= \frac{p_{j}^{2}}{2}+V(r_{j}) . (2.1)
9これらに対する運動方程式は次のように書ける:
 r_{j}=p_{j+1}-p_{j} , (2.2)
 p_{j}=V'(\tau_{j})-V'(\tau_{j-1}) , (2.3)
 \dot{e}_{\dot{j}}=p_{j+1}V'(r_{j})-p_{j}V'(T_{j-1}) . (2.4)
これは,
 \vec{G}=(r_{j},pj, e_{j}) \vec{J}=(-pj, -V'(\tau_{j-1}), -pjV'(r_{j-1})) (2.5)
と書くことにすると,次のような連続の方程式の形にまとめることができる:
  \frac{d}{dt}\vec{G}(j, t)+\vec{J}(j+1, t)-J\vec{(}j, t)=0 . (2.6)
この系の流体力学的な振舞いを考えることができる.Euler 方程式は
  \frac{\partial}{\partial t}\vec{g}+\frac{\partial}{\partial x}\vec{j}=0 (2.7)
の形に書かれると期待される.ただしこれでは揺らぎの効果が無い.ノイズ  \eta と,それ
に伴って拡散項も加えると,次のような方程式を得る:
  \frac{\partial}{\partial t}\vec{g}+\frac{\partial}{\partial x}(\vec{j}+
\partial_{x}D\vec{g}+B\vec{\eta})=0 . (2.8)
ただし  D は拡散行列,  B はノイズの相関を表す行列である.この方程式を平衡状態の周
りに2次まで展開すると,
  \frac{\partial}{\partial t}\vec{u}+\frac{\partial}{\partial x}(A\vec{u}+
\frac{1}{2}\langle\vec{u}, H\vec{u}\rangle+\partial_{x}D\vec{u}+B\vec{\eta})=0 (2.9)
という形の方程式が得られる.これが揺らぎあり非線形流体力学の方程式である.
ここに現れる行列  A を  RAR^{-1}=diag(c_{1}, c_{0}, c_{-1}) のように対角化すると,“基準モー
ド“  \vec{\phi}=R\vec{u} に対する方程式は
  \frac{\partial}{\partial t}\phi_{\alpha}+\frac{\partial}{\partial x}
(c_{\alpha}\phi_{\alpha}+\frac{1}{2}\{\vec{\phi}, G^{\alpha}\vec{\phi}\rangle+
\partial_{x}(D\vec{\phi})_{\alpha}+(B\vec{\eta})_{\alpha})=0 (2.10)
のように書かれる.非線形項には,行列  G^{\alpha} で表されるモード間の相互作用が入ってい
るが,長時間の振舞いにおいては,対角部分からのものが主要な寄与を与えると仮定す



























1998年,Arndt, Heinzel, Rittenberg は,ある2成分の非対称排他過程を導入した (AHR
モデル) [17]. このモデルには,  +粒子と —粒子という2種類の粒子がおり,  +粒子は右
方向へのみ rate  \beta でhop する TASEP であり,—粒子は左方向へのみ rate  \alpha でhop す
るTASEP である.ただし  + 粒子と —粒子が  +- のように隣り合っている場合は,rate
1で位置を交換しー  + という配置となる.このモデルは,元々,周期境界条件において定
常状態が行列積の形に厳密に表されるものの例として導入され,興味深い凝縮現象を示
すことなども知られているが [18], 近年揺らぐ流体力学を検証する際のモデルとしても
用いられるようになっている.  \alpha+\beta=1 の時は定常状態が各サイト独立となることが
知られており,本稿ではその場合を考えることにする.
 \beta 1 \alpha
図1 : AHR モデル







  \frac{\partial u(t,x)}{\partial t}+\frac{\partial j(u(t,x))}{\partial x}=0 (3.1)
の形に与えられる.ただし  j(u)=(j_{+}(u),j_{-}(u)) の  j_{\pm}(u) は十粒子のカレントを表し
 j_{+}(u)=\rho_{+}(1-\rho_{+}-\rho_{-})+2\rho+\rho_{-},
 j_{-}(u)=-(1-\rho_{+}-\rho_{-})\rho_{-}-2\rho+\rho_{-}.
この方程式は,基準モードに移ることで解  \langle ことが可能である . 特に現在我々が考えて
いる初期条件に対しては,原点における士粒子の平均カレントは  j+= \frac{\rho(3-\rho)^{2}}{16},  j_{-}=
  \frac{(1+\rho)^{2}(2}{揺_{}\grave{i}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}
\hat{\epsilon}^{16}ら}-\langle\ovalbox{\tt\small REJECT}\rho\ovalbox{\tt\small 
REJECT}{ \ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small 
REJECT}}21iUと体与力 \lambda>\mp^{\mapsto\backslash }らのれ予る \lambdaJ  \cupE \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} は,
  \lim_{tarrow\infty}P_{\infty,\infty}[s_{-}(n, m, \rho, t)\leq s_{-}]=F_{2}(s_{
-}) (3.2)
  \lim_{tarrow\infty}P_{\infty,\infty}[s_{+}(n, m, \rho, t)\leq s_{+}]=F_{G}(s_{
+}) (3.3)
と表すことができる.ただしここで  n,  m は時刻  t までに原点を超えた士粒子の個数で
あり,スケールされた変数  s_{\pm}(n, m, \rho, t) は
 s_{-}(n, m,  \rho, t)=\frac{(1+\rho)\cdot n-(3-\rho)\cdot m+(1-\rho)(1-\frac{(1
-\rho)^{2}}{4})t}{(3/16)^{1/3}(1-\rho)(3-\rho)^{2/3}(1+\rho)^{2/3}t^{1/3}} , (3.4)
 s_{+}(n, m,  \rho, t)=\frac{-2(2-\rho)\cdot n+2\rho\cdot m+2(2-\rho)(1-\rho)
\rho t}{3(1-\rho)^{3/2}\sqrt{\rho(2-\rho)}t^{1/2}} (3.5)
で与えられる.また乃,  F_{G} はそれぞれ GUE 型Tracy‐Widom 分布 [20] とガウス分布の
分布関数である.
2つのモードが独立であると考えると,(3.2), (3.3) は




おいては,  + 粒子と —粒子の粒子数をそれぞれ  N,  M と有限にした場合しか扱えない.
我々は,このような状況における揺らぐ流体力学の考察を一般化し,一般化された予想










図3: 予想 (3.7) のシミュレーションによる確認
3.3 厳密解による確認
AHR モデルは,可解なモデルとなっている [19]. Bethe 仮説を用いた計算により,グ
リーン関数 (時刻  0 で  x_{i}^{(0)},  y_{j}^{(0)} にいた粒子が時刻  t に  x_{i},  y_{j} にいる確率) は多重積分の
形に書ける.特に,最初  +粒子は全て原点より左側にいて —粒子は全て原点より右側で
いたところから出発し,時刻  t では,  +粒子は全て原点より右側にいて —粒子は全て原
点より左側にいるような場合については,次のように書ける.
 G(\{x_{j}-x_{j}^{(0)}\}, \{y_{k}-y_{k}^{(0)}\}, t) (3.8)
 = \oint\prod_{j=1}^{N}\frac{dz_{j}}{2\pi i}\prod_{k=1}^{M}\frac{dw_{k}}{2\pi i}
e^{\Lambda t}\prod_{k=1}^{M}\prod_{\dot{j}=1}^{N}\frac{1}{\beta z_{j}+\alpha 
w_{k}}
  \cross\sum_{\pi\in S_{N}}sign(\pi)\prod_{j=1}^{N}(\frac{z_{j}-1}{z_{\pi_{j}}-
1})^{j-1}z_{\pi_{j}}^{x_{j}}z_{j}^{-x_{j}^{(0)}-1}
  \cross\sum_{\rho\in S_{M}}sign(\rho)\prod_{k=1}^{M}(\frac{w_{k}-1}{w_{\rho_{k}
}-1})^{M-k}w_{\rho_{k}}^{-y_{k}}w_{k}^{y_{k}^{(0)}-1} (3.9)
ただし   A=\sum_{j=1}^{N}\beta(1/z_{j}-1)+\sum_{k=1}^{M}\alpha(1/w_{k}-1) で積分経路はすべて原点を回るもの
である.
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次に,時刻  t において,  N個の  +粒子が全て原点を通過し右側におり,  M個の —粒子
が全て原点を通過し左側にいる確率を考える.これはグリーン関数の初期条件と終条件
に関する適当な和を取ることで計算され,次のような多重積分表示が得られる :
 P_{N,M}(N_{+}(t)= N, N_{-}(t)=M)=\frac{1}{N!M!}\oint\prod_{\dot{j}=1}^{N}
\frac{dz_{j}}{2\pi i}\prod_{k=1}^{M}\frac{dw_{k}}{2\pi i}e^{\Lambda t} (3.10)
  \rho^{N} \prod (z_{i}-z_{j})^{2} \prod (w_{l}-w_{k})^{2}
  \cross\frac{1\leq i<j\leq N1\leq k<l\leq M}{NMNM} . (3.11)
  \prod_{\dot{j}=1}(z_{j}-1)^{N}(1-(1-\rho)z_{j})\prod_{k=1}(w_{k}-1)^{M}\prod_{
\dot{j}=1}\prod_{k=1}(\beta z_{\dot{j}}+\alpha w_{k})
 z_{j} 積分,  w_{k} 積分のみに着目すると,1成分の TASEP の場合に現れるランダム行列的な
表式となっており,今回はそれに加えて相互作用に由来する積   H_{j=1}^{N}\prod_{k=1}^{M}(\beta z_{j}+\alpha w_{k})
がが現れているという形をしている.この多重積分の漸近解析は非自明であるが,  z_{j}=
 1/(1-\rho) における極からの寄与を分離したのち,一成分系の場合の解析と同様な手法
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